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TEHNICI DE PRELUCRARE A
SECVENTELOR SI SIRURILOR

11.1 Cea mai lunga subsecventa comuna

In aceasta sectiune, ne vom referi la secvente de elemente.

O subsecventd a unei secvente este formata din secventa respectiva minus anumite elemente din ea. O secventa
este, In particular, propria sa subsecventa.

Formal, fiind data secventa X =< 1, xo9,..., T, >, 0 altd secventa X =< z1, 29, ..., 2k > este o subsecventa a
lui X daca exista o secventa strict crescatoare < i1, ..., > de indici ai lui X, astfel incat, pentru j = 1,2, ..., k,
avem z;; = z;. De exemplu, Z =< B,C, D, B > este o subsecventa a lui X =< A,B,C,B,D, A, B >.

Fiind date doua secvente X gi Y, secventa Z este o subsecventd comuna a lui X si Y daca este o subsecventa

atat alui X catsialui Y.

In problema celei mai lungi subsecvente comune, sunt date doua secvente X =< x1,Z2,....,Z;n > g Y =<
Y1,Y2, -, Yn > Sl se cautd cea mai lungd subsecventd comuna a lui X gi Y. In cele ce urmea#, vom arita
cum se poate rezova in mod eficient, prin programare dinamica, problema celei mai lungi subsecvente comune
(CMLSCQ).

11.1.1 Caracterizarea CMLSC

Algoritmul naiv pentru rezolvarea problemei CMLSC consta in enumerarea tuturor subsecventelor lui X, veri-
ficarea faptului daca ele sunt de asemenea subsecvente ale lui Y, apoi in pastrarea celei mai lungi subsecvente
gasite. Fiecare subsecventd a lui X corespunde unei submultimi de indici {1,...,m} din X. Existd 2™
subsecvente ale lui X, deci ajungem la un timp exponential.

Dupa cum vom vedea, problema CMLSC respecta principiul optimalitatii. Fiind data sceventa X =< x1, ...z, >,
al i-lea prefix al lui X, pentru¢=0,1,...,m, este X; =< x1, 2, ...,x; >. X este secventa vida.

Proprietatea 11.1 Fie X =< z1,29,...,2m > 51 Y =< y1,¥2, ..., Yy > doud secvente gi fie Z =< 21, 29, ..., 21, >
o CMLSC alui X siY.

1. Daca xy, = yn, atunci zx = T, = yYn, $i 2x—1 este o CMLSC a lui X,,,—1 §i Yi—1.
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4 11. TEHNICI DE PRELUCRARE A SECVENTELOR §I SIRURILOR

2. Daca , # yYn, atunci z # x,, implica cid Z este o CMLSC a lui X,,,_1 si Y.

3. Daca x,,, # yn, atunci zj # y,, implica cad Z este o CMLSC a lui X si Y;,—1.

Din aceasta proprietate resulta cd o CMLSC a doua secvente contine o CMLSC a unor prefixe a celor doua
secvente. Deci, este adevarat principiul optimalitatii.

11.1.2 O solutie recursiva pentru subprobleme

Fie c[i, j] lungimea unei CMLSC a secventelor X si Y;.

Avem:

0 dacai=0sauj =0
cli,jl=4¢ ci—1,7—-1]+1 daca i,j > 0si 2; = y;
max(ci,j — 1], ¢cfi — 1, 4]) daca i,j > 0 si z; # yi

11.1.3 Calcularea lungimii unui CMLSC

Pe baza ecuatiei de mai sus, este ugor de scris un algoritm recursiv, cu timp exponential, pentru a calcula
lungimea unei CMLSC a doua giruri. Deoarece tabloul ¢ are m-n elemente, fiecare reprezentand o subproblema,
este clar ca multe subprobleme s-ar recalcula inutil.

Completam tabloul ¢[1..m, 1..n] de jos in sus, prin programare dinamici. Completdm tabelul b[1..m, 1..n] pentru
a ne ajuta la construirea solutiei optime. Urmatorul algoritm construieste tablourile globale ¢ si b, linie cu linie.

procedure lungimea-CMLSC
{m =X, n=1{Y}
for i —1tomdo ¢[i,0] —0
for j—1tondo ¢[0,j] <0
for i+ 1tom do
for j«— 1tondo
if Ti = Ty
then c[i,j] —cli—1,j—1]+1
bi, j] —*\*
else ifc[i —1,j] > cli,j —1]
then c[i, j] < c[i — 1, 7]
bli, j] —“1°
else c[i, j] «— c[i,j — 1]
bli, j] —* "

11.1.4 Construirea unei CMLSC

Obtinem solutia printr-un apel write-CMLSC(m,n) al algoritmului recursiv:
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function write-CMLSC(i,j)
ifi =0 or j =0 then return

ifbfi, 5] ="\
then write-CMLSC(i — 1,5 — 1)
write z;

else if bfi,j]="1"
then write-CMLSC(i — 1, 7)
else write-CMLSC(i,j — 1)

Timpul pentru lungimea-CMLSC este in ©(m,n), iar pentru write-CMLSC este in O(m + n) (timpul e in
O(m +n), nu in ©(m + n), deoarece se poate merge doar pe diagonald sau pe o linie sau coloand). Daca se
cere doar lungimea CMLSC, nu si solutia, putem aloca doar un spatiu auxiliar (pentru c) in ©(n), pastrand
linia curenta si cea anterioara. In 1980, Masel si Paterson au gasit un alt algoritm pentru problema CMLSC,
cu timpul in 0(mn / logn), unde n < m.

11.2 Cautarea unui subsir dat

In aceasts sectiune ne referim la siruri de caractere apartinand unui alfabet finit. Un subsir al unui sir
S[1], 512}, ..., S[n] este un gir S[i], S[¢ + 1], ..., S[j] de caractere consecutive din S, i > 1,5 < n.

Urmatoarea problema apare des in elaborarea editoarelor de text, a macroprocesoarelor i a sistemelor de
regasire a informatiei (de exemplu programele antivirus).

Fie S[l..n] un gir tintd, constand dintr-un tablou cu n caractere. Fie P[l..m] un pattern, constand dintr-un
tablou cu m caractere. Dorim sa aflam daca P apare in S gi daca da, unde anume. Putem presupune ca n > m.
Folosim ca barometru numarul de comparatii intre perechi de caractere.

Algoritmul naiv este:

for i — 0 ton —m do
ok «—true
je1
while ok and j < m do
if P[j] # S[i + ]
then ok «false
else j —j+1
if ok
then return i + 1
return 0

Algoritmul returneaza r dacd prima aparitie a lui P in S incepe in pozitia r i returneaza 0 daca P nu este
gasit in S.

In cel mai nefavorabil caz, adicd atunci cand bucla while efectueazd mereu m comparatii, numarul total de
comparatii efectuate este in Q(m (n —m)), adica in Q(mn) cand n este mult mai mare decat m.

11.2.1 Tehnica amprentelor

Sa presupunem ca sirul tinta S poate fi descompus in mod natural in subgiruri: S = 57.55...5; si ca patternul
P, daca apare in S, trebuie si fie inclus complet intr-unul dintre aceste subsiruri (de exemplu, S; sunt liniile
unui figier text).
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Ideea este si folosim o functie booleand T'(P,S;) care poate fi calculatd rapid intr-un test preliminar. Daca
T(P,S;) este false, atunci P nu poate fi un subsir al lui S;; dacd T'(P, S;) este true, atunci este posibil ca P sa
fie un subsir si trebuie sa verificim detaliat (de exemplu, prin algoritmul naiv) acest lucru. O astfel de functie
booleana poate fi implementata prin tehnica amprentelor.

Presupunem c& multimea caracterelor folosite in S si P este {a,b,c,...,x,y, 2, altele}, adica alfabetul englez
si caractere nealfabetice. De asemenea, presupunem ca avem un calculator cu cuvinte pe 32 biti. Definim o
amprenta astfel:

1. definim val("a”) =0, val("0”) =1,...,val("2") = 25, val(celelalte) = 26

2. daci ¢ si ¢ sunt caractere, definim B(cy,c2) = (27 - val(c1) + val(cz)) mod 32

3. definim amprenta amp(c) a girului C' = cjcg...¢, ca un cuvant pe 32 de biti, unde bitii de pe pozitiile
B(ei,ca), B(ca,cs), ..., B(¢r—1,¢,) sunt 1, iar bitii de pe pozitiile celelalte sunt 0.

Exemplul 11.1

Daca C = ”computers”, obtinem:
B("¢”,70")=27-2+ 14 mod 32 =14
B("0",”m”)=27-144+ 12 mod 32 =6

B("r”,”s”) = 27- 17+ 18 mod 32 = 29

Daca bitii unui cuvant sunt numéarati de la 0 (stdnga) la 31 (dreapta), amp(C) este:

0000 1110 0100 0001 0001 0000 0000 0100

Numai sapte biti sunt 1, deoarece B("e”,”r”) = B("r”,”s”) = 29.

Calculam amprenta pentru fiecare subsgir S; si pentru P. Daca S; contine pattern-ul P, atunci toti bitii care
sunt 1 in amp(P) sunt tot 1 gi in amp(S;). Avem atunci functia 7"

T(P,S;) = [(amp(P) and amp(S,)) = amp(P)]

unde and este operatorul de conjunctie pe bit a doua cuvinte.

Pozitiile din amp(P) care sunt 1 trebuie sa fie si in amp(.S;), invers insd nu. T poate fi calculat foarte rapid
daca avem amprentele.

Acesta este un alt exemplu de preconditionare. Calcularea amprentelor pentru S necesitd un timp in O(n).
Pentru a calcula amp(P) este necesar un timp in O(m). De aici incolo, cautarea lui P se face, in principiu, mai
rapid decat daca nu folosim preconditionarea.

Amprentele digitale pot fi calculate in mai multe moduri. De exemplu, luand céte trei caractere consecutive ca
argumente in functia B.
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11.2.2 Algoritmul lui Knuth-Morris Pratt (KMP, 1977)

Algoritmul KMP gaseste aparitiile lui P in S intr-un timp in O(n 4+ m) pentru cazul cel mai nefavorabil si
folosegte tehnica calculdrii prealabile a unei functii (antecalcul). Acest antecalcul nu este o preconditionare,
deoarece nu foloseste la mai multe cazuri.

Fie " multimea tuturor sirurilor de lungime finitd formate din caractere ale alfabetului Y. Sirul vid, ¢,
apartine lui Y. Lungimea unui gir = este |x|. Concatenarea a doui siruri x si y este notatd cu zy si consta
din caracterele lui  urmate de caracterele lui .

Sirul w este un prefiz al sirului z, w C x, daci 2 = wy pt un y € 5.*. In acest caz, avem |w| < |z|.
Sirul w este un sufiz al sirului z, w 3 z, dacd # = yw pt un y € S.*. In acest caz, avem |w| < |z|.
Relatiile T si C sunt tranzitive, iar ¢ este un prefix si un sufix al oricarui sir.

Al k-lea prefix P[1..k] al lui P[1..m] il notdm cu Py. Py = ¢, iar P, = P.

Proprietatea 11.2 Daca x,y, z sunt siruri astfel incat = 1 2z si y 1 2, atunci:

1. Dacd |z| < |y|=z Dy
2. Daca |[z| > lyl =zCy

3. Daca |z| = |y| =z =y

Demonstratia este imediata.

Functia prefizx a unui pattern incapsuleaza informatia referitoare la cum se potriveste pattern-ul cu decalari ale
lui. Aceasta informatie poate fi folosita pentru a a evita testarea unor decalari inutile in algoritmul naiv.

Exemplul 11.2

S b a ¢ b ab a b a a b c b a b
[ T T I 4
P a b a b a ¢ a
S -~
q

q = 5 caractere se potrivesc, al saselea insa nu.

Cunoscand aceste ¢ caractere din S, putem spune ca anumite decalari sunt invalide. De exemplu, decalarea
s+ 1 nu este validd deoarece primul caracter din P, un a, s-ar alinia cu un caracter din S care este egal cu al
doilea caracter din P, un b.

Decalarea s+ 2 aliniaza primele trei caractere din P cu trei caractere cu care gtim deja ca se potrivesc (deoarece
au fost deja comparate).
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In general, vom cduta raspunsul la urméatoarea intrebare. Dacd caracterele P[l..q] se potrivesc cu caracterele
S[s + 1..s + ¢|, care este cea mai mica decalare s’ > s astfel incat:

Pl.k]=S[s +1.s'+ k], unde s'+k=s+q? (11.1)

S: b a ¢c b ab a b a a b c b a b

P: a b a b a ¢ a
S/ -~
k

O astfel de decalare s’ este prima decalare mai mare decat s care nu este in mod necesar invalida datorita
informatiei noastre asupra lui S[s + 1..s + q]. In cazul cel mai favorabil, avem s’ = s + ¢. In orice caz, dupi o
decalare s’, nu mai trebuie si comparam primele k caractere ale lui P cu cele corespunzitoare din S, deoarece
este garantat prin relatia 11.1 ca ele se potrivesc.

Informatia necesara se antecalculeaza comparand pe P cu P

Py

L — 2
S —
L — 2

Py

Deoarece S[s’ +1..s" 4 k| este parte a portiunii cunoscute din text, este un sufix al lui P,. Ecuatia 11.1 poate fi
interpretatd ca o ciutare a celui mai mare k < ¢ astfel incat Py sa fie un sufix al lui P, adica P, J P,. Atunci,
k' = s+ (q — k) este urmatoarea decalare potential valida.

Devine astfel rentabil s& memoram pe k. Formalizam antecalculul dupa cum urmeaza. Fiind dat pattern-ul
P[1..n], functia prefix a lui P este functia

Im:{1,2,....m} —{0,1,...m—1}

astfel incat :
H[g] = maz{k|k < q'si P, O P;}

Cu alte cuvinte, II[g] este lungimea celui mai mare prefix al lui P care este un sufix propriu-zis al lui P,.

Exemplul 11.3

O =
O ot N
— Q W
N O
w a
= o O
[S2BESEREN|
S o o
O o ©

—_
—Q O

Urmatorul algoritm afiseaza toate aparitiile lui P in S.
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procedure KMP (P[1..m], S[1..n])
q<0
calculeazd-functia-prefi( P[1..m])
for i — 1 ton do
while ¢ > 0 and P[q + 1] # S[i] do ¢ — II[q]
if Plg+ 1] = S[é] then ¢ — ¢ +1
ifg=m
then write “pattern-ul apare in pozitia“ i — m
q < II[q]

procedure calculeazd-functia-prefiz (P[1..m])
I[1] <0
k<0
for ¢ — 2 to m do
while £ > 0 and P[k + 1] # P[g| do k < II[k]
if Plk+ 1] = Plg] then k — k +1
Ifq] — k

Corectitudinea calcularii functiei prefix

Vom arata ca, iterdnd functia II, putem enumera toate prefixele P, care sunt sufixe ale unui prefix P, dat. Fie

IT* = {q, g}, I*[g], ..., II"}

unde I1°[q] = ¢, IT"T! = 1I[lI*[g]] pentru i > 1.

Proprietatea 11.3 Fie P un pattern de lungime m avand functia prefix II. Atunci, pentru ¢ = 1,2,...,m
avem: II*[q] = {k|P, O P,}

Demonstratie: Pentru inceput, aratam cé ¢ € II*[g] implica P; J P,. Daca ¢ € II*[q] atunci ¢ = II%[¢] pentru
un anumit . Demonstram prin inductie ca P; 3 P,. Pentru u = 0, avem ¢ = ¢ si P, J F,. Folosind relatia
P 3 P si tranzitivitatea relatiei J, rezulta ca P; 3 P, pentru oricare ¢ € I1*[g]. Deci, Pi*[q] C {k|Py 3 Py}.

Aratdm acum cd {k|P, 3 P,;} C II*[¢q]. Presupunem, prin absurd, ci existd un intreg in multimea {k|P; 3
P,} —II*[q] si fie j cel mai mare astfel de intreg. Deoarece ¢q € {k|P, 3 P,} N1I*[q], avem j < ¢. Fie j’ cel mai
mic intreg in II*[g] care este mai mare decét j. (Putem lua j° = ¢ dacd nu existd un alt numar in II*[¢] mai
mare decét j). Avem:

P; O Py, deoarece j € {k|P, 3 P,}
= P; O Py (11.2)
P;; 3 P,, deoarece j' € IT*[q]

Mai mult, j este cea mai mare valoare cu aceastd proprietate. Trebuie deci si avem II[j'] = j. Atunci,
j € I*[q] , ceea ce duce la o contradictie. Q.E.D.

In exemplul nostru, luand ¢ = 8, avem:

M[8] =6, I[6] =4, II[4]=2, I[2]=0= II"[8] = {8,6,4,2,0}.

Vom arita acum ci functia IT este calculata corect prin algoritmul nostru pentru g > 1 (pentru ¢ = 1 e clar).



10 11. TEHNICI DE PRELUCRARE A SECVENTELOR §I SIRURILOR

Proprietatea 11.4 Fie P un pattern de lungime m si fie I functia prefix a lui P. Pentru ¢ = 1,2, ..., m, daca
II[g] > 0, atunci II[g] — 1 € IT*[g — 1].

Demonstratie: Dacd k = Il[q] > 0, atunci P, 3 P, si deci, Py_1 3 P,_1. Din proprietatea 11.3 rezulta:
k—1ell*[¢g—1]. Q.E.D.

Pentru ¢ = 2,3, ..., m, definim submultimea E,_; C II*[g — 1] astfel:

E, 1 ={klk e II"[¢ — 1] si P[k+ 1] = Plq|}.

Multimea E,_; consta din toate valorile k € II*[g — 1] pentru care putem extinde Py la Pyy1, obtinand un sufix
al lui P,.

Proprietatea 11.5 Fie P un pattern de lungime m si fie II functia prefix a lui P. Pentru ¢ = 2,3,...,m,
avem:

TM[g] = 0 daca Eq_1 = ¢
D=\ 14max {k€ E,.1}  daci B,y # ¢

Demonstratie: Dacé r = II[g], atunci P, 3 P, si deci 7 > 1 implica P[r] = P[g]. Prin proprictatea 11.4
avem:

r=1+maz{k € II*[k — 1] | P[k + 1] = P|q]}

adica

r =1+ max{k € E4_1}, iar E;_1 nu este vida.

Daca r = 0, atunci nu exista k € II*[¢ — 1] pentru care si putem extinde pe Py la Py obtindnd un sufix al lui
P, (altfel am avea II[g] > 0). Deci, Eq—1 = ®. Q.E.D.

Din proprietatea 11.5 rezulta ca algoritmul pentru II este corect.

Corectitudinea algoritmului KMP

Se poate demonstra similar.

Eficienta
Se poate demonstra cd algoritmul pentru calculularea lui I necesita un timp in O(m) in cazul cel mai nefavorabil.

Procedura KMP se poate demonstra ca necesita, in cazul cel mai nefavorabil, un timp in O(n). Deci, in total,
timpul e in O(m + n), adica in O(n), deoarece m < n.

11.2.3 Algoritmul lui Boyer-Moore (BM, 1977)

Daca patternul P este relativ lung si alfabetul Y din care fac parte caracterele este rezonabil de mare, urmatorul
algoritm este foarte eficient:
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procedure BM (P[1..m], S[1..n],>")
s«—0
calculeazd-functia-ultimei-aparigii( P[1..m], ")
calculeazd-functia-sufiz-valid( P[1..m))
while s <n —m do

Je=m
while j > 0 and P[j]=S[s+jldoj—j—1
ifj=0

then write “pattern-ul apare pe pozitia“ s

s « (0]
else s « s +max{v[j],j — A[S[s + j]]}

Exceptand functiile A i v, algoritmul seaména cu algoritmul naiv. Daca inlocuim ultimele 2 linii cu:

s+—s—+1
else s — s+1

obtinem in esenta algoritmul naiv. Singura deosebire importanta este ca algoritmul BM compara pe P cu S de
la dreapta spre stanga.

Algoritmul BM incorporeaza doud euristici care permit decaldri mai mari de un caracter. Aceste euristici sunt:
“caracter invalid“ gi “sufix valid“.

Exemplul 11.4

@
1

Se compara de la dreapta la stanga. Sufixul “ce“ este valid iar caracterul este invalid.

n ot i ¢c e — t h a t

s+4
Euristica “sufix valid“ decaleaza pattern-ul spre dreapta pana la prima aparitie a lui “ce* in P:

n ot ¢t c e — t h a t

s+ 3

Algoritmul BM alege maximul dintre cele doua decalaje, deci 4.
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Euristica “caracter invalid“

In cel mai favorabil caz, 0 neconcordanta apare deja la prima comparatie: P [m] # S[s+m)], iar caracterul invalid
S[s + m] nici nu apare in P. In acest caz, putem efectua o decalare cu m. Aici se vede avantajul compararii
de la dreapta la stanga fata de compararea de la stanga spre dreapta, unde am efectua o decalare cu un singur
caracter.

In general, euristica “caracterului invalid“ lucreaza astfel: presupunand ca P[j] # S[s+j] pentruun j, 1 < j <
m. Fie k cel mai mare index, 1 < k < m, astfel incat S[s + j|] = P[k] (daci un astfel de index nu existd, se ia
k =0). Vom demonstra ci putem incrementa pe s cu j — k. Pentru aceasta, consideram trei cazuri:

i) k=0

e — t r e at ment — o f

Caracterul invalid A nu apare in P si deci putem incrementa pe s cu j — k.

i) k<j

Caracterul invalid ¢ apare cel mai in dreapta in P, intr-o pozitie la stanga lui j. Deci putem decala P cu j — k
caractere la dreapta.

iii) k> j

In acest caz, j —k < 0. Putem deci incrementa pe s cu j — k. Algoritmul BM va ignora acest caz deoarece se ia

maz{y[j], J — ALS[s + 411}
T T
euristica euristica
“sufix valid “ “caracter invalid “

(mereu pozitivi)
Urmatorul algoritm calculeazid Aa], indexul cel mai mare din P la care apare caracterul a, a € Y.
procedure calculeazd-functia-ultimei-aparitiis(P[1..m],>")
for fiecare a € Y do Afa] < 0
for j «— 1 tom do A[P[j]] < j

Timpul este in O(f > +m).
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Euristica “sufix valid“

Definim relatia Q ~ R (“Q este similar cu R*) astfel:
Q~R<~—QIRsau R1Q
Relatia “~“ este simetrica. De asemenea, datorita proprietatii 11.1 avem:

QIORsiSOR=Q~S

Doua giruri similare se pot alinia la dreapta, fiecare pereche aliniatd potrivindu-se.

Daca P[j] # D[s+ j], j < m, atunci, euristica “sufix valid“ afirmi ci putem incrementa pe s cu urmétoarea
functie sufiz valid:

4] = m — max{k|[0 < k < m][P[j + 1..m] ~ P]}

Observatie: Conditia P, O P[j + 1..m] este evidentd. Conditia P[j 4+ 1..m] 3 Pj apare cand Py este mai
scurt decat P[j + 1..m].

Definim P’ ca inversul lui P: P'[i] = P[m —i+ 1] pentru ¢ = 1,2, ..., m. Fie Il' functia prefix a lui P’. Se poate
arata ca:
Y] =min({m —Om]} U{I - T[] [[1 <1 < m][j = m —T[I]]}).

procedure calculeazi-functia-sufix-valid(P[1..m])

calculeazd-functia-prefiz(P[1..m])
P’ — inversa(P)
calculeazd-functia-prefiz( P'[1..m])
for j < 0 to m do 7[j] < m — II[m]
for  — 1 tom do

j —m -1l

if 9] > 1 — V[

then ~[j] — [ — II'[I]

Timpul este in O(m). Deci, in cazul cel mai nefavorabil, algoritmul BM necesita un timp in O((n —m + 1) -
m+£>"). In practica, acest algoritm este cel mai bun.

Observatii:

Spre deosebire de algoritmul KMP, nu sunt examinate in mod necesar toate caracterele din S. (De exemplu,
in cazul cel mai favorabil, cand apare o decalare cu m). Algoritmul BM este in multe cazuri subliniar, spre
deosebire de algoritmul KMP care este in mod inevitabil liniar.

Algoritmul KMP are avantajul ca citeste secvential pe S, fiind deci util cand S este un figier secvential.



14

11.

TEHNICI DE PRELUCRARE A SECVENTELOR §I SIRURILOR

Exemplul 11.5
Algoritmul Knuth-Morris-Pratt

S b abecd

/

P abcald

S babchbd
|1 Z

P abca

S babchbd

P

S babchbd

P

S babchbd

P

S babchbd

P

Se executa 28 de comparatii.

bcabcaabcabcabcacabdec

bcabcaabcabcabcecacabde

aabcabcabcacabdbe

o — O

aabcabcabcacabdbec

S — O
O — O
P~

> — o
o — 0
e — 2
O N o

S —
o — 0
L — 8
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Exemplul 11.6
Algoritmul Boyer-Moore

caabcabcabcacabdec

LN

cab
]
cab

S babcbabcabcaabcabcecabcacabde

/
P abcabcacahbd
S babcbabcabcaabcabcecabcecacabde
L]
P abcabdec cab

[

Va
P abcabcacabd
S babcbabcabcaabcabcabcacabdbec
I I I O A
P abcabcacabd

Se executa 21 de comparatii.

Observatii: Am subliniat caracterele aliniate. Spre deosebire de algoritmul KMP, verificaim toate pozitiile lui
P dupé decalare. Uneori se verifica (in mod inutil) gi caracterele aliniate, care sunt de fapt egale.

11.3 Exercitii

11.1 Presupunand ca toate caracterele lui P sunt diferite, cum puteti accelera algoritmul naiv de cautare a lui
P[1..m] in S[1..n], obtindnd un timp in O(n)?

11.2 Putem defini amprenta unui sir pe baza unei functii B avand ca argument un singur caracter? Daca este
posibil, cat de util este acest lucru?
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11.3 Calculati functia prefix I pentru patternul ababbaba.

11.4 Sa presupunem ca aveti calculata functia prefix II pentru patternul PS. Cum puteti folosi acest lucru
cand aveti de determinat aparitiile lui P in S?

11.5 Gasiti un algoritm liniar care determina daca un sir T este o rotatie ciclici a unui alt sir 77, De exemplu,
7arc” este o rotatie completa a lui ”car” (gi vice-versa).

Indicatie:

a) Fie T = ty,...,t, si fie T' = t1/,...,¢t;,/. Calculam a = II(¢,) in TT' si b = 1(t,") in TT'. T este o rotatie
ciclicd a lui 77 dacid a + b = n.

b) Altd metoda este sd modificim algoritmul de calcul al lui IT astfel incit si se caute cel mai mare prefix al
lui T' care este sufix al lui T".

11.6 Fie S = "abaabcababb”, P =" abb”. Cate comparatii intre elemente ale acestor siruri efectueaza algoritmul
lui i)KMP ii)BM pentru a gasi patternul P in girul S?

Solutie: i) 14, ii) 8.

11.7 Elaborati un algoritm cu timpul in O(n?) care giseste cea mai lunga subsecventd monoton crescitoare a
unei secvente de n numere.

11.8 Pentru problema anterioard, gasiti un algoritm cu timpul in O(nlogn).

Indicatie: Observati ca ultimul element al unei subsecvente candidat de lungime ¢ este mai mica sau egala cu
ultimul element al unei subsecvente candidat de lungime 7 — 1. Mentineti subsecventele candidat, legandu-le in
secvente de intrare.
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Introducere in NP-Completitudine

12.1 Probleme usoare - probleme dificile

Algoritmii studiati in acest curs sunt utilizati in general pentru a rezolva probleme practice si de aceea necesita
resurse rezonabile (timp gi memorie). Din péacate, multe probleme practice nu admit solutii eficiente ba mai
mult, pentru unele nici nu stim daca exista solutii eficiente.

Ce este Insa un algoritm eficient? Depinde de problema respectivid. Un algoritm de sortare care necesuita
timp in ©(n?) este ineficient, in timp ce un algoritm pentru inmultirea matricilor cu timpul in O(n?logn) ar
fi extraordinar de bun. Uneori este dificil sa determindm o problema “usgoara“ de una “dificila“. De exemplu,
am dat un algoritm care rezolva problema gasirii celui mai scurt drum de la un varf « la un varf y intr-un graf.
Dar daca ne intrebdm care este cel mai lung drum (fara cicluri) de la = la y, avem o problema pentru care nu
se stie alta solutie decat sa verificam toate drumurile posibile. Iatd un exemplu:

e Problema usoara: Exista un drum de la x la y de lungime < M?

e Problema dificila: Exista un drum de la x la y de lungime > M?
Cautarea breadth — first ne da in timp liniar rdspunsul la prima problema, in timp ce pentru a solutiona a
doua problema3, toti algoritmii cunoscuti au timp exponential.

Intr-o prim# aproximatie, vom accepta ca o problema este usor rezolvabild numai daca s-a elaborat un algoritm
polinomial pentru rezolvarea ei. O problema pentru care nu exista un algoritm polinomial se numeste dificild.
Algoritmii exponentiali sunt dificili gi, in general, constituie variante ale unei enumerari totale a cailor de
identificare a solutiilor unei probleme. Algoritmii polinomiali reprezinta rezultatul unei cunoasteri detaliate a
problemei studiate. O clasa de probleme ce nu vor fi studiate, sunt cele dificile in sensul cel mai tare, adica
problemele pentru care sa demonstrat ca nu existd algoritmi care sa le rezolve.

Problemele dificile pot fi impartite in doua clase:

1. Problemele pentru care se poate demonstra ca nu pot fi rezolvate nici cu algoritmi nedeterministi polino-
miali. In aceasta clasa intra si problemele pentru care inca nu exista algoritmi.

2. Problemele pentru care exista algoritmi polinomiali nedeterminigti. Aceasa clasa este numita NP.
In ordinea descrescitoare a dificultatii, avem:
e Probleme dificile in sensul cel mai tare.

17
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e Probleme dificile propriu-zise.
e Probleme din clasa NP.

e Probleme usoare (pentru care existd un algoritm determinist polinomial). Acestea sunt problemele din
clasa P.

12.2 Algoritmi nedeterminsti

Prin determinist intelegem ca in orice moment, indiferent ce face algoritmul respectiv, existda un singur lucru
pe care sa-l poata face in continuare. Toti algoritmii discutati pana acum sunt deterministi si acesta este modul
“clasic“ de lucru pe calculator.

Un algoritm nedeterminist este un algoritm in care este permisa trecerea (neconditionatd) dintr-o stare data
in mai multe stari urmatoare si care poate efectua simultan mai multe calcule independente. Un algoritm
nedeterminist realizeaza - ori de cate ori ajunge in situatia de a alege intre mai multe alternative - oricat de
multe copii ale sale, astfel incat sa fie posibila parcurgerea independenta a tuturor alternativelor. Daca o copie
corespunde unei alegeri ce nu furnizeaza un rezultat, atunci executia ei se intrerupe. Daca o copie depisteaza
o solutie a problemei, atunci rezultatele sunt memorate si se intrerupe parcurgerea tuturor copiilor. Daca s-a
ajuns in situatia ca nici o copie generata anterior nu furnizeaza un rezultat si nici nu mai pot fi generate alte
copii, atunci algoritmul semnalizeaza ca problema studiata nu are solutie. Denumirea de algoritm nedeterminist
trebuie inteleasa in sensul ca algoritmul se poate afla in mai multe stari independente ce nu sunt alese dupa un
anumit criteriu sau generate aleator. Algoritmii nedeterminisit constituie o notiune abstracta care permite sa
se ignore anumite detalii.

Un algoritm se numeste nedeterminist polinomial (NP) in cazul in care complexitatea calculelor efectuate de
orice copie a sa (deci pe orice drum al arborelui ce descrie ramificirile procesului de cdutare a solutiei) este
polinomiala. In mod aseménitor se defineste algoritmul determinist polinomial (P). Evident, P C NP. Pentru
scrierea algoritmilor nedeterministi, vom adauga trei pseudoinstructiuni:

e choice(S5) - alege arbitrar un element din multimea S
e failure(S) - semnalizeaza incheierea fard succes

e success(S) - semnalizeaza incheierea cu succes

O atribuire X « choice(1:n) inseamna ca lui X i se atribuie unul din intregii intre 1 si n. Nu se specifica nici
o regula conform careia se face insa selectia. Semnalizirile success si failure sunt folosite pentru a defini un
calcul in algoritm. Ele sunt echivalente unui stop si nu unui return.

Timpul de executie pentru choice, failure, success se presupune ci este in O(1). Nu existd un calculator care
sa corespunda unui astfel de mod de lucru, este doar o abstractizare care ne ajuta sa intelegem anumite lucruri.

Exemplul 12.1
Fie problema cautarii unui element x intr-un tabel A[1],..., A[n]. Trebuie sd determindm un index j astfel
incat Afj] =z, sau j = 0 dacd « ¢ A. Un algoritm nedeterminist este:

j < choice(1: n)
if A[j] = 0 then print(j); success
print('0’); failure
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Algoritmul are complexitatea nedeterministd O(1). Pe de altd parte, orice algoritm determinist echivalent este
in Q(n), presupunand ca A este neordonat.

Exemplul 12.2
Fie A[1],..., A[n] un tablou neordonat de intregi pozitivi. Sa se sorteze crescator, iar rezultatul si fie afisat:

procedure NSort(A,n)
array B[1..n]
B+—0
for i — 1ton do
j < choice(1 : n)
if B[j] # 0 then failure
Blj] — Al
fori—1ton—1do
if B[i] > B[i + 1] then failure
print B
success

Daca exista o multime de alegeri prin choice care conduce la rezolvarea cu succes a problemei, atunci algoritmul
se termina cu succes. In cazul nostru, deoarece o astfel de permutare exista, algoritmul N Sort este un algoritm
de sortare.

Complexitatea este in O(n), in timp ce pentru orice algoritm determinist de sortare timpul este in Q(nlogn).

De fapt, un algoritm nedeterminist are capacitatea de a selecta un element corect prin choice (daca acesta
existd). Deoarece este un calculator fictiv, nu ne intereseaza cum face aceasta selectie. De observat ca algoritmul
se opreste la prima solutie gasita. Investigarea completa are loc doar daca algoritmul nu are solutie.

Probleme complexe, pentru care un algorim determinist ar fi foarte complicat, de multe ori pot fi rezolvate ugor
printr-un algoritm nedeterminist. Este foarte usor sa obtinem un algoritm NP pentru multe probleme care altfel
s-ar rezolva prin algoritmi deterministi polinomiali.

12.3 Probleme NP-dificile si probleme NP-complete

Pentru identificarea faptului ca o problema apartine clasei algoritmilor NP este necesar sa definim echivalenta
dintre doua probleme. Presupunand apoi ca se cunoagte macar o problema P, € NP, din echivalenta unei
probleme P> cu Py, rezulta P, € NP .

Definitia 12.1

O problema P, se reduce polinomial la o problema P; daca orice caz particular al problemei P, se poate
transforma In timp polinomial intr-un caz particular al problemei P; si dacad solutia problemei P, se poate
obtine in timp polinomial din solutia corespunzatoare a problemei P;.

Folosim notatia P» — P;. Este o relatie tranzitiva. Ne referim in continuare doar la reducerea polinomiala.
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Definitia 12.2
O problema este NP-dificila daca orice problema din clasa NP se reduce la ea.

O problema este NP-completa daca este NP-dificila si apartine clasei NP.

Definitia 12.3

Doua probleme P; si P> sunt polinomial echivalente daca Py — P gi Py — Ps.

Tinand seama c& relatia ' — ’ este reflexiva si tranzitiva, rezultd ca problemele echivalente in sensul definitiei

12.3 formeaza o clasa de echivalenta.

Presupunand ca se cunoagte o problema NP-completa P;, pentru a se demonstra ca o problema P» este si ea
NP-completa, este suficient sa se demonstreze ca

1. P, e NP
2. P - P,

Putem folosi un sir de reduceri de forma

P1—>Pi — L, . in_>P2
daca demonstratiile din acest gir sunt mai ugoare.
P« Pweeennn. P,
\\ / 2
P,
Py
Problemele P;,, ..., P; , P; sunt toate NP-complete si echivalente. Pentru a demonstra ca si P» este NP-completa,
este suficient sa se demonstreze cd macar una dintre problemele P;,,...,P; , P, se reduce direct sau prin

tranzitivitate la Ps.
Pentru construirea clasei problemelor NP-complete, care este inclusa in clasa problemelor NP, este necesara

demonstrarea a doua tipuri de teoreme:

1. O singura teorema care sa identifice o problema NP-completa.

2. Teoreme in care se demonstreaza direct sau prin tranzitivitate ca P, — P,, unde P, € NP este o problema
oarecare pe care dorim sa aratam ca este NP-completa.

Cook (1971) a demonstrat primul o teorema de tipul 1. Exista mai multe teoreme de tipul 2.

Teoria NP-completitudinii nu da o metoda pentru a obtine algoritmi polinomiali pentru probleme nepolinomiale.
Nici nu se afirméa céa o problema nepolinomiala este de fapt polinomiala sau, mai mult, ca toate problemele pot
fi rezolvate prin algoritmi polinomiali. Ceea ce ne spune aceasta teorie este cd multe probleme pentru care nu
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se cunosc algoritmi polinomiali sunt computational inrudite (echivalente). Am stabilit doua clase de probleme
NP. O problema NP-completa are proprietatea ca este in P daca gi numai daca toate problemele NP-complete
sunt in P. Dacd o problema NP-dificila este in P, atunci toate problemele NP-complete sunt in P. O problema
NP-completa este NP-dificild, dar invers nu.

Relatia dintre aceste doud clase de probleme NP si algoritmii nedeterminigti ne face sa credem (deocamdata este
nedemonstrat) ca nici o problem& NP-completd sau PN-dificila nu este in P. Caci daca s-ar intampla acest lucru,
atunci toate problemele NP ar fi in P ceea ce este greu de presupus, deoarece clasele problemelor NP-complete
sau PN-dificile sunt foarte bogate si variate.

Se gtie ca P C NP. Nu se stie inca si aceasta este cea mai celebra problema nerezolvata in informatica, daca P
= NP sau P # NP. Cel mai probabil este ca P # NP.

In ipoteza ci P # NP, avem:

(oreme )
)

Cel mai important rezultat pana in prezent este cel al lui Cook, care gi-a pus urmatoarea problema: Exista o
problema NP care, daca ardatam ca este in P, atunci P = NP? Raspunsul este afirmativ. Cook a gasit o problema
NP-completa. Orice problema NP se poate reduce deci la aceasta problema.

NP

12.4 Teorema lui Cook

Fiind date variabilele booleene x1, xa, ..., ,, se numeste formd canonica conjunctivd o expresie de forma:
C(x1,22, ..., Tn) =1 ACa Ao A cu ¢ =2Tj VIV ...VIjm,

unde Z; reprezinta variabila x; negata sau negatia ei, iar disjunctiile ¢; contin cate mj; literale, cu 1 < m; < n.

Problema satisfacerii (SATI) consta in identificarea unui sistem de valori ale variabilelor x1,xa, ..., z, pentru
care C' = 1, deci pentru care fiecare conjunctie c; ia valoarea 1. Este instructiv de a interpreta aceasta problema
in contextul circuitelor booleene.

SATI este in NP, deoarece ea este rezolvabila prin urmatorul algoritm nedeterminist polinomial:

procedure SATI
for i — 1 ton do
x; < choice(0: 1)
if C(z1, 9, ...,z, = 1) then success
else failure

Teorema Cook poate fi enuntata in doua moduri, echivalente.

Primul enunt
SATI € P daca si numai daca P = NP.
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Demonstratie:
Deoarece SATT € NP, din P = NP se deduce ca SATI € P.

Ramane sa aratam ca, daca SATI € P, atunci P = NP. Pentru aceasta este suficient sa aratam ca SATT este
NP-dificila. Tinand cont ca SATI € NP, asta este ehivalent cu a demonstra teorema:

Al doilea enunt;
SATI este NP-completa.

Demonstratie: Trebuie demonstrat ca orice problema din NP se reduce la SATI. Nu vom demonstra aici acest
lucru deoarece este mult mai laborios.

O teorema similara a fost descoperita independent de Leonid Levin.

12.5 Cateva probleme NP-complete

Pentru a demonstra ca o problema P, este NP-completa, se va demonstra cd P, € NP si ca exista o problema
P1, NP-completa, reductibila la P». Iata citeva probleme NP-complete:

1. Problema gésirii unui ciclu (numit ciclu hamiltonian) care trece exact o singura data prin fiecare varf al
unui graf orientat.

2. Problema partitionarii: fiind data o multime de intregi, pot fi acestia Impartiti in doua submultimi cu
sume egale?

3. Exista o solutie intreaga pentru o problema de programare linara data?

Exista mii de probleme NP-complete, cu aplicatii practice extrem de importante. Faptul ca nici unul din
algoritmii respectivi nu este polinomial este un argument ca P # NP. Ceea ce este insa sigur este faptul ca
pentru toate aceste probleme nu avem algoritmi eficienti.

Exista probleme NP-complete in aplicatii numerice, in sortare si cautare, in geometrie, in teoria grafurilor.

Cea mai importanta contributie practica a teoriei NP-completitudinii este ca da un mecanism pentru a descoperi
daca o noua problema este “ugoara“ sau “dificila“. Daca cineva gaseste un algoritm eficient pentru a rezolva o
noua problema atunci problema este “usoara‘. In caz contrar, o demonstrare a faptului ca problema este NP-
completa cel putin ne spune ci obtinerea unui algoritm eficient ar fi foarte dificila (un eveniment in informatica)

si ca trebuie probabil sa simplificim problema initiala, multumindu-ne cu o solutie aproximativa.

Cursul ne arata ca am invatat multe pornind de la algoritmul lui Euclid, dar teoria NP-completitudinii ne arata
ca inca mai este mult de invatat si de descoperit in acest domeniu.

12.6  Exercitii

12.1 Exista un algoritm polinomial pentru a determina daca un circuit boolean oarecare produce mereu 07
(Daca da, acest circuit se poate inlocui cu un circuit mai simplu care omite toate portile logice, producand doar
0 la iegire).



